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Pravention von Dyskalkulie
Frahférderung im arithmetischen Erstunterricht

Das Thema ,,Privention bei Lernschwierigkeiten ist in aller Munde. So gibt es diverse Pro-
gramme (wie etwa ,,Komm mit ins Zahlenland*), die sich um den arithmetischen Friih- oder
besser gesagt Vor-Unterricht bemiihen. Der Tenor ist dabei: Wenn man Kindern die richtigen
Voraussetzungen mitgibt, klappt es auch gut mit dem Erstklassunterricht und der weiteren
mathematischen Entwicklung. Unterstellt ist dabei allerdings, dass die Schiiler nach ihrer Ein-
schulung einen ihrem Lernstand entsprechenden Mathematikunterricht genieBen. Nach mei-
ner Erfahrung ist dies gar nicht immer der Fall. Mein Blickwinkel bei Préavention ist daher ein
anderer, ich will den Fokus nicht auf die Zeit vor der Einschulung, sondern auf den Erstunter-
richt selbst richten, weil dieser von zentraler Bedeutung fiir die arithmetische Entwicklung
des Kindes ist. Nur wenn Lehrkrifte aufmerksam und geschult die ersten Lernschritte beo-
bachten und ggf. intervenieren, kann einer Dyskalkulie vorgebeugt werden.

In der ersten Klasse werden die Grundlagen fiir das gesamte Rechnen bis hin zur Oberstufe
gelegt. Lineare Gleichungen kann der Schiiler z.B. spéter nur dann verstéindig 16sen, wenn er
das Prinzip der Umkehroperation verstanden hat. Gelingt es den Lehrkréften nicht, die Kinder
im ersten Schuljahr — noch préziser: im ersten Schulhalbjahr — vom an der Zahlwortreihe ori-
entierten rein zdhlenden zu einem verstidndigen, mit einer fundierten Kardinalzahlvorstellung
operierenden Rechnen zu fiihren, ist das Entstehen einer Rechenschwiche vorprogrammiert.
Priavention von Dyskalkulie ist fiir mich daher neben dem Schaffen von Voraussetzungen fiir
auch wesentlich das mit dem entsprechenden Fachwissen und mit einem diagnostischen Blick
ausgestattete Auftreten der Lehrkraft im Erstunterricht. Falsche Vorstellungen iiber Zahlen
und Rechnen bei Kindern frithzeitig zu erkennen und so der Ausbildung von regelrechten
Fehlvorstellungen {iber die Mathematik vorzubeugen, halte ich fiir den zentralen Punkt bei
der arithmetischen Erstversorgung unserer Schiiler.

Was heifit nun ,,diagnostischer Blick“? Nach meiner Beobachtung sind Eltern und auch etli-
che Lehrkrifte viel zu schnell zufrieden, wenn das richtige Ergebnis auf dem Papier steht.
Doch diese quantitative Beurteilung der Leistungen, also das reine Uberpriifen, wie viel Pro-
zent der Aufgaben sind richtig gelost, kann fatale Folgen haben, da sich — insbesondere im
Elementarbereich — unverstanden oder schlicht auswendig gelernt richtige Ergebnisse erzielen
lassen, ohne auf inhaltlichem Verstindnis zu beruhen. Wichtig ist daher, sich die Genese der
Ergebnisse — der richtigen wie der falschen — genau anzusehen und das Kind mit der Methode
des ,lauten Denkens* seine Rechenwege und subjektiven Bewdltigungsstrategien offen legen
zu lassen. Die Leistung des Padagogen besteht dann u.a. darin, Schliisse zu ziehen, ob die
betroffenen Inhalte vom Schiiler wirklich auf verstindige Art und Weise verinnerlicht sind
oder er doch nur Schematismen auswendig gelernt hat und inhaltsleer reproduziert. Elemente
einer solchen qualitativen Verlaufsdiagnostik gehoren zu einem guten Anfangsunterricht vom
ersten Tag an mit dazu. Gelingt es nicht im erforderlichen Umfang, den Lernstand der Kinder
zu ermitteln und ggf. durch angemessene Forderung darauf zu reagieren, konnen Lehrer das
Entstehen einer Rechenschwiche nicht rechtzeitig bemerken. Gehen sie im Stoff weiter, ohne
sichergestellt zu haben, dass die ndtigen Grundlagen sicher erarbeitet sind, verstirken sie so-
gar durch ihr unterrichtliches Vorgehen bestehende Rechenprobleme
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1. Pranumerische Voraussetzungen des Zahlbegriffserwerbs

Kinder miissen vorschulische, im vorzahligen Bereich angelegte arithmetische Entwicklungs-
schritte durchlaufen haben, um Zahlen verstehen zu konnen. Diese pradnumerischen Voraus-
setzungen des Zahlbegriffserwerbs werden im Erstklassunterricht oft zu wenig oder gar nicht
thematisiert. Der Lehrplan der Grundschule sieht diese auch nicht als explizite Lerninhalte
vor. Eine diagnostische Fokussierung auf den arithmetischen Entwicklungsstand bei Schul-
eintritt vermag aber bereits viele der spéteren Probleme zu verhindern. In den géngigen
Schulbiichern des ersten Schuljahres wird in aller Regel davon ausgegangen, dass die Schiiler
die ndtigen Grundlagen fiir den Zahlbegriff bereits aufweisen. Zumeist werden bereits auf den
ersten Seiten die Zahlen als Lernstoff behandelt, ohne dass das dafiir notwendige Mengenver-
stindnis thematisiert worden ist.

Uberforderung Nr. 1: Prinumerische Defizite werden ignoriert

Werden bei Schulanfingern in den ersten Unterrichtsstunden bereits die Zahlen eingefiihrt,
stellt dies fiir manche eine Uberforderung dar — insbesondere fiir diejenigen Kinder, die noch
nicht invariant sind. Diese Kinder haben keine Chance, in den arithmetischen Erstlernstoff
einzusteigen — es wird bereits vom ersten Schultag an ihnen vorbei unterrichtet und sie haben
keine Moglichkeit, einen fundierten Begriff von den natiirlichen Zahlen auszubilden.

Nach meiner Ansicht ist es daher nétig, gleich zum Schuleintritt durch ein Screening jene
Kinder zu ermitteln, denen es im spielerischen Umgang und in der Vorschule bislang nicht
gelungen ist, die notigen Voraussetzungen fiir den Zahlbegriffserwerb zu erlangen. Wenn no-
tig, sollte fiir die betroffenen Schiiler dann bereits ab der ersten Schulwoche ein binnendiffe-
renzierter Forderunterricht angeboten werden — so wiirde ein grof3er Teil der spéter auftreten-
den Rechenschwichen von vorne herein verhindert.

Klassifikation, Relationen, Seriation: Eigenschaften von Elementen und ihre Vergleichbarkeit

Erste mathematische Gedanken machen sich Kinder beim Bilden von Mengen: Wann gehort
ein Element iiberhaupt zu einer Menge? Welche Eigenschaften ziehe ich heran, um zu sagen
»Das ist eines von der Menge!“? Beim Klassifizieren muss ein Kind die Eigenschaften be-
nennen und am Material (z.B. Schubi-Blocken) identifizieren kdnnen. Die Kinder miissen
lernen, Elemente mit einer und zwei gleichen Eigenschaften (Form, GroB3e und Farbe) und
auch in Kombination mit einer Negation zu erkennen und ganz klar ausdriicken kénnen: Das
sind diejenigen Elemente, die gemeint sind. Diese gehoren dazu und jene gehdren nicht dazu.

Relationen formulieren zu konnen ist auBerordentlich wichtig fiir den Zahlvergleich. Um eine
Relation ausdriicken zu kénnen, muss ein Kind eine quantifizierbare Eigenschaft eines Ele-
ments (z.B. die Lédnge) mit der eines anderen vergleichen und in Beziehung setzen (,,ist langer
als®, ,.ist kiirzer als*). Es ist also gefordert, eine Eigenschaft nicht als isolierte einem Element
anhaftende zu sehen, sondern zwei Elemente beziiglich der Auspriagung dieser Eigenschaft zu
vergleichen. Je nach Vergleich kann sich diese auch dndern: Eine Katze ist sowohl grofer als
eine Maus als auch kleiner als ein Elefant. Jede Relation kann zudem in umgekehrter Rei-
henfolge ausgedriickt werden, indem man bei der Aussage mit dem zweiten Element beginnt,
die Aussage kehrt sich dadurch um. Ein weiterer wichtiger Punkt ist der Sonderfall ,,gleich®,
der fiir sich erkannt und benannt werden muss — eine Stralenlaterne kann z.B. gleich hoch
wie ein Haus sein, und ist dabei viel schmaler.



Seriation ist eine Anwendung der Relation. Hier geht es um die Fahigkeit, eine inkrementell zu-
nehmenden Reihe herzustellen. Dies ist eine Vorbedingung des spéteren Begreifens der Zahl-
reihe. Die Seriation kann mithilfe einer ungeordneten Menge unterschiedlich langer Buntstifte
untersucht werden: ,,Ordne bitte diese Stifte der Linge nach!* Dabei ist die Vorgehensweise oft
aussagekriftig: Wie stellt das Kind die Reihenfolge her? Achtet es allein auf die Lénge, oder
auch auf die Farbe, Form oder Dicke? Figt es einen neuen Stift unmittelbar nach dem Vergleich
mit den kiirzeren und ldngeren ein? Oder werden immer wieder isoliert zwei Stifte miteinander
verglichen, die bislang hergestellte Ordnung dariiber gar wieder zerstort? Neben dieser konti-
nuierlichen Seriation gibt es Aufgabenstellungen zur diskreten Seriation, bei denen zu einer
gegebenen Menge an Elementen immer eine weitere Menge hinzugelegt werden soll, die genau
ein Element mehr enthidlt. Auch Zeit- und Handlungsabldufe sind seriell, zuweilen bedingt z.B.
eine Handlung eine andere, die serielle Ordnung muss erkannt und eingehalten werden.

Diagnostische Ermittlung des Stadiums der Invarianz im Sinne Piagets

Jean Piaget, ein heute leider oft zu Unrecht zuriickgewiesener Entwicklungspsychologe, be-
nutzte in seinem Werk ,,Die Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kinde* den Begriff der Vari-
anz, der ein vorzahliges Entwicklungsstadium beschreibt, in dem Kinder die Méchtigkeit ei-
ner Menge mit subjektiven Kriterien wie der GroB3e oder der Anordnung der Elemente ver-
kniipfen. Kinder miissen nach Piaget zum Stadium der /nvarianz (oder auch Mengenkonstanz)
gelangen, um iiber den Begriff der ,,reinen Anzahl* spiter einen kardinalen Zahlbegriff aus-
bilden zu konnen. Laut Piaget gelingt dies den Kindern in aller Regel im Alter von fiinf bis
sieben Jahren — und genau in der Mitte liegt in Deutschland das Schuleintrittsalter. Treffen
Piagets Zahlenwerte zu, so hiee das, dass eine betridchtliche Zahl von Kindern zum Schul-
eintritt noch variant ist und dennoch einen Zahlbegriff ausbilden soll.

Eine klassische Versuchsanordnung zur Uberpriifung, ob Kinder einen Begriff der Mengen-
konstanz haben, ist der Vergleich zweier anfangs ungeordneter Mengen von gleich vielen Ele-
menten (wie etwa sechs rote und sechs griine Pléttchen). Es geht fiir das Kind darum, ohne zu
zdhlen herauszufinden, welche Menge mehr Plittchen enthélt bzw. die Gleichmachtigkeit bei-
der Mengen festzuhalten. Probates Mittel hierfiir ist die Herstellung einer Eins-zu-eins-Zuord-
nung, indem die Pléattchen in zwei einander genau gegeniiber liegenden Reihen auf den Tisch
gelegt werden. Es gilt, zunichst zu ermitteln, ob das Kind solch eine Zuordnung herstellen
(,,jeder rote hat einen griinen* 0.4.) und dariiber die Gleichméachtigkeit erkennen und benen-
nen kann. Liegen sich die Pléttchen in dieser Anordnung gegeniiber, wird vor den Augen des
Kindes die eine Reihe zusammengeschoben und die andere ausgedehnt. Die Frage ist, ob der
Schiiler bei der urspriinglichen Beurteilung bleibt oder sich durch die verédnderte Raumlage
beeinflussen lésst. Etliche Kinder bewerten die Menge in der ldngeren Reihe (in seltenen Fillen
sogar die der kiirzeren) als subjektiv mehr: ,,.Da sind jetzt mehr, weil die ist ldnger!* Ein Kind,
das sicher mengenkonstant ist, kann hingegen antworten ,,Es sind immer noch gleich viele! Du
hast doch keinen weggenommen oder dazugetan!* Es gibt eine Vielzahl von Variationen dieser
Versuchsanordnung. Ich verwende gerne auch gleich viele kleine und groB3e Steckwiirfel, welche
ich gegeniiber lege, um zu sehen, ob das Kind von der Gro3e der Objekte absehen kann. Fragen
wie ,,Was sind mehr Tiere, fiinf Hasen oder fiinf Elefanten?* gehen in die gleiche Richtung.

Das Ziel dieser Fragen besteht darin, zu ermitteln, ob der Schiiler zu der gedanklichen Abs-
traktionsleistung in der Lage ist, dass die Anzahl von Raumlage und Reprisentanz unabhén-



gig ist. Wenn nach dem ,,wie viel* gefragt wird, sind die Elemente einer Menge nur in einer
Eigenschaft relevant, ndmlich eines der Menge zu sein. Die individuelle Grof3e, die Raumlage
oder andere Eigenschaften wie die Farbe sind dafiir ginzlich irrelevant. Auf diese Vorstellung
der ,,reinen Anzahl“ muss sich ein Kind gedanklich beziehen kénnen, wenn nach dem Mehr
oder dem Weniger zweier Mengen gefragt wird.

Erarbeitung pranumerischer Einsichten mit Unterrichtsmaterialien von Kutzer

Der Mathematikdidaktiker Reinhard Kutzer hat sich zusammen mit seinem Autorenteam mit
der Lernwerkreihe ,,Mathematik entdecken und verstehen um die Darstellung der ersten
mathematischen Lernschritte verdient gemacht. Oft als Lehrwerk fiir Forderschulen bezeich-
net, leistet dieses Werk sehr gute Dienste fiir den (Forder-)Unterricht der ersten Klassen in der
Regelschule, da nicht das Bewiéltigen, sondern das Begreifen der Lerninhalte im Vordergrund
steht. Der integrierte diagnostisch-didaktische Ansatz von Kutzer stiitzt sich auf die zentralen
Begriffe ,,Komplexitit®, ,,Niveau* und ,,Lernart™ des Lernprozesses (in Kutzers Terminologie
die ,,Dimensionen* des Lernens). Mit Komplexitdt meint er im Wesentlichen die mathemati-
schen Inhalte, die aufeinander aufbauend von einfachen Strukturen der Invarianz iiber den
Zahlbegriff hin zu den komplexeren Strukturen der Operationen und des Dezimalsystems fiih-
ren. Niveau beschreibt die einzelnen Abstraktionsstufen des mathematischen Begreifens von
konkreten Handlungen hin zu reinen Denkoperationen, die sich an Aeblis Entwicklungsstufen
enaktiv (konkret-operational), ikonisch (bildlich) und symbolisch-abstrakt orientieren. Die
jeweilig angemessene Lernart wird durch die anderen beiden Dimensionen bestimmt.

Kutzers didaktisches Konzept des ,,struktur- und niveauorientierten Lernens* und der ,,Mehr-
dimensionalitit des Lernprozesses® beinhaltet die Annahme, dass eine ,,permanente Provozie-
rung von Erkenntnissen anstelle des Erlernens von Verfahren* nur unter einer genauen Positi-
onsbestimmung des Schiilers innerhalb dieser Dimensionen erfolgen kann. Ein Hauptanliegen
von Kutzer besteht deshalb in der Forderung nach der Integration einer Verlaufsdiagnostik des
erreichten Lernstandes in den Unterricht, bevor sich inhaltlich um darauf autbauende Lernin-
halte gekiimmert werden kann.

2. Zahlbegriffsbildung — Kardinalzahlen als allgemeine Vorstellung von Anzahl

Verstandiges Rechnen basiert auf einem entwickelten kardinalen Zahlbegriff. Dieser muss
vollstindig abgesichert sein, bevor die ersten Rechenoperationen eingefiihrt werden, da jede
Rechnung mit Kardinalzahlen operiert. Wenn man sich die Lehrbiicher fiir die erste Klasse
etwas genauer ansicht, bemerkt man, dass in den meisten Fillen sehr schnell mit dem Rech-
nen begonnen wird. Zwar gibt es anfangs immer auch ein paar Aufgaben zur Anzahlbestim-
mung — doch lassen sich diese durch einfaches Zdhlen schnell erledigen. Ohne ein ausgefeil-
tes Konzept von Zahlen als Stellvertretern fiir Anzahlen verharren einige Schiiler jedoch im
Stadium des monotonen repetitiven Zahlens. Zumeist ist dies darauf zuriickzufiihren, dass sie
die Rechenoperationen nicht als Anzahlverdnderung begreifen kénnen, da sie sich die Zahlen
nicht iiber eine Anzahlvorstellung angeeignet haben.

Uberforderung Nr. 2: Schiiler miissen ohne kardinalen Zahlbegriff rechnen

Der wichtigste Punkt priaventiver Erstunterrichtung ist meines Erachtens die verlaufsdiagnos-
tisch verifizierte Absicherung eines flexiblen kardinalen Zahlverstehens inklusive der Zahlbe-



ziehungen und Zahlzerlegungen. Doch dies findet kaum statt. Kinder werden oft mit rechen-
operationalen Anforderungen konfrontiert, denen sie mit ihrem Kenntnisstand noch nicht ge-
recht werden konnen. Mit einem nominalistischen, das hei3t lediglich an der Zahlwortreihe
orientierten Zahlbegriff konnen sie keinen anderen Weg wihlen als das beharrliche Ab-
schreiten dieser Reihenfolge in Form des Zihlens. Vorwirts wie riickwérts — wobei ihnen
riickwérts meist schwerer fillt, da sie mithsam eine Reihe in umgekehrter Reihenfolge rekon-
struieren miissen, die sie nur vorwérts gut beherrschen. ,,BloB kein minus... lieber plus!* ist
ein Kinderzitat, das auf diese Problematik hinweist — und der Titel eines Buches an dem ich
mitgewirkt habe, das sich zur Vertiefung empfiehlt. Ohne kardinale Einsichten verbleiben die
Schiiler auf diesem Entwicklungsniveau. Jedes Uben verfestigt nur ihre Zihlfertigkeit (zu-
nehmend verdeckt oder ganz im Kopf), statt ihnen beim Verstehen und Begreifen der ele-
mentaren Rechenoperationen auch nur im Ansatz zu helfen.

Zahlen will gelernt sein: Synchrones Zahlen und resultatives Zahlen

Zidhlen ist nicht gleich Zéhlen. Die Kenntnis der Zahlnamen und deren Reihenfolge ist zwar
eine ndtige Voraussetzung, doch reicht dies fiir ein sachgerechtes Zahlen ldngst nicht aus. Der
Sinn des Zihlens ist nicht das Aufsagen eines Gedichts (wie es manchen Kindern durchaus
erscheint), sondern das Bestimmen der Anzahl einer Menge. Dafiir ist es zum einen notwen-
dig, synchron zu zihlen, d.h. jedem Element wird beim Antippen mit dem Finger genau ein
Zahlname zugeordnet. Zum anderen muss im Zihlakt vergegenwartigt werden, was damit
bewerkstelligt werden soll. Wenn ich auf das erste Element tippe und ,.eins* sage, ist dies
bereits eine Anzahlbestimmung — von diesem einem Ding eben. Wandert der Finger zum
nichsten Element und der Schiiler sagt ,,zwei“, kommt damit gedanklich ein weiteres Ding
hinzu. Das Kind deutet zwar (statisch betrachtet rein ordinal) auf das zweite Element — doch
wird dies zur bereits gezdhlten Teilmenge hinzugedacht, das vorherige ist bereits gez&hlt und
wird, wenn ich ,,zwei sage, inkludiert. Dies ist mit dem Begriff resultatives Zdhlen gemeint:
Jeder weitere Ziahlschritt schlieft die bereits gezéhlten Elemente gedanklich mit ein — auch
wenn der Finger nur ein Element bertihrt, sind alle vorherigen mitgemeint.

Kardinale Zahlvorstellung: Zahlaspekt oder Grundlage der Zahlbegriffsbildung?

In der Literatur sind fiir die natiirlichen Zahlen ganz unterschiedliche Arten der Begriffsbe-
stimmung {iiblich. Neben einer axiomatischen bzw. definitorischen Darlegungsweise in der
fachmathematischen Literatur findet man in mathematikdidaktischen Werken hiufig eine an-
schauungsorientierte und funktionale Aufficherung der natiirlichen Zahlen in ihre Zahlas-
pekte. Als Lerntherapeut, der mit dem Grundlagenverstéindnis befasst ist, kann ich mich mit
keiner dieser Herangehensweisen anfreunden, sondern denke im Sinne von Lenz:

»|Die] Definition der Zahlen [ist] alles andere als eine triviale Angelegenheit [...], wie man auf
Grund langer Gewohnung an den Umgang mit Zahlen zunéchst denken konnte. Eine logisch ein-
fachere Begriindung der elementaren Zahlenlehre erhdlt man tatsdchlich, wenn man gar nicht
nach der Bedeutung der Zahlen fragt [...]. DaB man die Zahlen zum Z&hlen benutzen kann, ist
dann nicht die Grundlage, sondern eine wichtige Anwendung der zunichst rein formal entwi-
ckelten Theorie. [...] [Eine] von der Erfahrung angeregte Kardinalzahlenvorstellung [...] gibt die
einleuchtendste Begriindung der elementaren Rechenregeln, nicht aber die logisch einfachste
Begriindung der Arithmetik.* (LENZ 1976, S.31 f.; Herv.i. O.)
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In der Mathematikdidaktik wird der zu erlangende Zahlbegrift zumeist iiber die verschiede-
nen Zahlaspekte durch eine Aufzéhlung von Eigenschaften bzw. Funktionen bestimmt. Mein
forderdidaktischer Ausgangspunkt bei der Erklarung natiirlicher Zahlen ist dagegen der kar-
dinale Zahlaspekt, den ich als die zentrale Grundlage fiir arithmetische Einsichten halte. Diese
Bewertung basiert auf zwei Uberlegungen: Zum einen weisen Schiiler mit Rechenschwierig-
keiten in der Regel enorme Defizite gerade beim kardinalen Zahlverstindnis auf. Sie kennen
die Zahlwortreihe und vollziehen auf mechanische Weise Rechenoperationen, ohne sich Zah-
len als Anzahlen erarbeitet zu haben. Die Erfahrung zeigt, dass ein Eintrainieren der einzel-
nen Zahlaspekte ohne kardinales Verstdndnis erfolglos bleibt. Zum anderen beruht die ge-
samte Arithmetik auf dem kardinalen Zahlbegriff, alle Rechenoperationen werden mit Kardi-
nalzahlen durchgefiihrt, sind also Verdnderungen von Anzahlen.

Was sind eigentlich Kardinalzahlen? Prinzip des inkrementellen Zahlaufbaus um plus eins

Zahlen sind eine Abstraktionsleistung: Es gibt sie nur als Vorstellung im Kopf, sie sind eine
rein geistige Leistung. Natiirliche Zahlen sind die allgemeine Vorstellung von Anzahl, da sie
die Anzahl von Elementen einer Menge bedeuten. Thnen liegt als Einheit das Einfache, die
Eins, zu Grunde. Ihre Gemeinsamkeit besteht im Ausdriicken von Vielfachen der Eins, ihre
Besonderheit ist die jeweils bedeutete Anzahl, wie in der folgenden Abbildung 1 dargestellt.

1 2 3 4 5 ...

Abb.1: Der inkrementelle Zahlaufbau um eins

Hierum muss es in den allerersten mathematischen Schritten der ersten Klasse gehen. Wenn
das Kind nicht gelernt hat, bestimmte Mengen mit Zahlen in Verbindung zu bringen, kann es
sich lediglich an der Reihenfolge der Zahlwortreihe orientieren. Es bleibt ihm verschlossen,
dass sich die von ihm nacheinander aufgesagten Zahlen immer um die Michtigkeit eins unter-
scheiden. Die Kinder miissen durch reflektierte Materialhandlung lernen, Zahlen abstrakt als
Stellvertreter von Anzahlen zu denken. Der zentrale Grundgedanke dabei ist die Gemeinsam-
keit der Zahlen {iber ihre Einheit: Alle Zahlen sind Einsen, dariiber werden sie vergleichbar,
zerlegbar und zusammensetzbar. Erste arithmetische Schritte miissen daher die Veranschauli-
chung dieses Zahlaufbaus behandeln, daran schliefen sich Zahlvergleiche, Zahlzerlegungen
und der umgekehrte Vorgang, die Zahlsynthese, an.

Vorganger und Nachfolger: Zihlpositionen versus Dekrement und Inkrement

Werden Kinder nach Vorgénger und Nachfolger einer Zahl gefragt, sind ihre Antworten héu-
fig richtig. Doch konnen diese Zahlnachbarn auch ohne Einsicht in den Zahlaufbau benannt
werden, ein schlichtes Abgehen der Zahlwortreihe geniigt hierfiir — im ,,Notfall*“ fangen die



Schiiler einfach ganz von vorne an, die Zahlwortreihe schnell leise aufzusagen und wenn die
entsprechenden Zahlen ,,dran sind“, werden sie laut gesagt. Insofern spiegeln die Namen
., Vorgianger* und ,,Nachfolger* das Zahlverstindnis rechenschwacher Kinder wortlich wider:
Es sind einfach die Zahlnamen, die vorhergehen und nachfolgen — ohne weitere Bedeutung.

Ein tragfihiges Zahlverstindnis erfordert jedoch, dass die Zahlnachbarn als Dekrement (eins
weniger) und Inkrement (eins mehr) verstanden sind. Dies sind Einsichten, die aus dem kardi-
nalen Zahlaufbau folgen und die ersten wichtigen Zahlbeziehungen darstellen. Zum Beispiel
gilt 10 =9 + 1, worauf man spéter beim Rechnen mit der Zahl neun zuriickgreifen sollte —
neun ist eins weniger als zehn. Das Ermitteln des Werts der Summe 5 + 4 kann ein Schiiler
durch das Zahlwissen 4 =3 + 1 unmittelbar aus dem Wert von 5 + 3 angeben, Kenntnis iiber
die kardinale Ndhe 8 =7 + 1 ist notwendig fiir die additiv ergdnzende Losung von 8 — 7 usw.
Ohne Verstiandnis der Zahl als Stellvertreter von Anzahl und als Inklusion aller kleineren An-
zahlen, gelingt dem Schiiler das Erlernen des Verhéltnisses von Teilen und Ganzem und den
daraus ableitbaren Analogien in der Regel nicht — statt dessen muss er Verdnderungen in der
Strukturierung einer Menge immer wieder neu zéhlend ermitteln.

Verstandige Zahlzerlegung als Grundlage fir ein zahlfreies Rechnen

Elementarer Bestandteil der Zahlbegriffsbildung ist die verstindige Verinnerlichung der Zahlzer-
legungen von null bis zehn als Fundament des zéhlfreien Rechnens. Fiir die Forderung bedeutet
dies, dass mit Kindern, die auf das Zahlen angewiesen sind, zunéchst kardinale Zahlvorstellungen
erarbeitet werden miissen. Das kann durchaus mithilfe der Fingern geschehen, wenn sie flir re-
flektierte Handlungen verwendet werden. Manche Zahlzerlegungen sind durch die Hinde natiir-
lich vorgegeben: Acht besteht aus flinf und drei — einer ganzen Hand und drei Fingern. Die Zahl
acht muss sich ein Schiiler als §=5+3=(1+1+1+1+1)+(1+1+1) denken konnen,
um sich spéter die vier Grundrechnungen 5+ 3, 3 + 5, 8 — 3 und 8 — 5 aus diesem Zahlverhilt-
nis abgeleitet erschlieBen zu konnen. Jede Zahl hat eine Zerlegung mehr als sie selbst bedeutet,
denn durch den Tausch der Teile kommt man zu einer weiteren Zerlegung. Null ist auch eine
Zahl, daher ist es nicht sinnlos zu formulieren ,,sechs besteht aus sechs und null®“. Sechs Bonbons
konnen so verteilt werden, dass einer alle erhilt und der andere keine — das ist zwar ungerecht,
aber mathematisch durchaus eine denkbare Anzahlzerlegung. Selbst die Zahl null kennt eine Zer-
legung — wenn die Tiite leer ist, erhalten die beiden Kinder jeweils kein Bonbon.

»Da muss ich nichts tun!“ — Probleme mit der Null: Diagnose oder Symptom?

In schulischen Beurteilungen lese ich oft von ,,Problemen mit der Null*“. Was soll eine solche
Beschreibung aussagen? Dass der Schiiler einen ausgebildeten Zahlbegriff hat, lediglich noch
nicht von null? Damit habe ich, offen gesprochen, meine Probleme. Zu einem ausgebildeten
Zahlbegriff gehort die Vorstellung von null als Anzahl der leeren Menge dazu. Die Zahl null
ist nicht schwieriger zu verstehen als die anderen ,,normalen* Zahlen. Sind Kinder jedoch
darauf angewiesen, jede Anzahl zdhlend zu ermitteln, haben sie mit einer leeren Menge tat-
sachlich ein Problem — was soll da gezdhlt werden? Man spricht von einem konkretistischen
Zahlbegriff, dem Angewiesensein auf konkret vorhandenes Veranschaulichungsmaterial. Re-
chenschwache Kinder neigen dazu, wenn sie nichts zidhlen kénnen, null eine Sonderrolle, ja
sogar eine Aullenseiterrolle zuzuschreiben: ,,Da geht nichts!*“. Dies fiihrt dazu, dass sie null
als absolute Verneinung begreifen und immer wenn null im Spiel ist, der Auffassung sind,
man miisse (oder konne) gar nicht rechnen. Eine Zahl ist sie fiir diese Kinder jedenfalls nicht.



Fehleranalytisch betrachtet verweisen solche Probleme auf einen nicht ausgebildeten kardi-
nalen Zahlbegriff. Genau dann, wenn Zahlen nicht als Anzahl verstanden sind, gibt es
Schwierigkeiten mit einer leeren Menge. Zahlen sind aber nicht Zahlergebnisse, sondern drii-
cken unter Bezugnahme auf die Einheit eins Vielfache von ihr aus. So wie ich auf die Frage
,»Wie viele Wiirfel liegen in meiner Hand?* bei einer mit vier Wiirfeln gefiillten Hand ant-
worten kann ,,vier Wiirfel” (und nicht ,,vier”, denn das Mitdenken und -benennen der Einheit
ist elementar), kann ich auch bei einer leeren Hand eine Antwort geben: ,.kein Wiirfel* oder
mit einer Zahl formuliert: ,,null Wiirfel“. Auf der abstrakten Zahlebene gedacht bedeutet null
»keine Eins®“. Die Null ist sehr wohl eine Anzahlbestimmung unter Bezugnahme auf die Ein-
heit, also eine Zahl. Damit stimmt obige Aussage ,,alle Zahlen sind Einsen‘ auch fiir null.

3. Die Basisoperationen Addition und Subtraktion

Fundiertes Kopfrechnen, wie es in vielen Anwendungsbereichen der Mathematik verlangt ist,
unterstellt die Erarbeitung der beiden basalen Grundoperationen im ersten Schulhalbjahr als
quantitative Verdnderungen von Zahlen. Nur so haben Schiiler die nétigen Voraussetzungen,
um den darauf aufbauenden arithmetischen Anforderungen zu geniigen. Die Addition muss
als das Zusammenfiihren zweier Kardinalzahlen verstanden sein, die Subtraktion als deren
Umkehrung und damit als Exklusion einer Teilanzahl von einer Anzahl. Dieser inverse Zu-
sammenhang der beiden Rechenarten macht es erforderlich, sie zeitgleich einzufiihren — denn
so mancher rechenschwache Schiiler sieht keinerlei Zusammenhang zwischen ihnen. Aufbau-
end auf den verstindig verinnerlichten Zahlzerlegungen sollten diese Zahlbeziehungen ver-
wendet werden und die quantitativen Bezilige, die implizit in den Zerlegungen ausgedriickt
sind (,,acht besteht aus fiinf und drei®), in explizite Anzahlverdnderungen {iberfiihrt werden
(,,funf plus drei ist gleich viel wie acht®). Auch die Subtraktion wird durch eine explizite An-
zahlverdnderung aus den Zahlzerlegungen abgeleitet: Wenn ich von der Gesamtmenge einen
Teil wegnehme, bleibt der andere iibrig (,,acht minus drei ist gleich viel wie fiinf™).

Uberforderung Nr. 3: Es wird zu friih mit den Kindern geiibt

Der Versuch, rechenschwachen Schiilern die Grundrechenarten durch schulische Wiederho-
lung, Nachhilfe oder héusliches Einliben zu vermitteln, muss scheitern, da génzlich Unver-
standenes trainiert wird. Ohne Begreifen der Bedeutung von Addition und Subtraktion macht
das Uben keinen Sinn. Das Einzige, was sich bei einem begriffslosen Uben verfestigt, ist die
Anwendung der mechanisiert abgespulten Zihlverfahren. Solches Uben ist nicht nur sinnlos
und eine Qual fiir Kind und Eltern, es tragt zudem hiufig zu einer sekunddren Neurotisierung
bei. Muss ein Kind Unverstandenes eintrainieren, reagiert es auf die eigenen, vergeblichen
Bemiihungen hédufig mit Lernabneigung und Matheangst, die sich auch zu einer facheriiber-
greifenden Lernunlust und zu einer allgemeinen Schulangst ausweiten konnen.

Systematisches Uben hat bei der Automatisierung bereits verstandener Inhalte durchaus seine
Bedeutung. Zum eigentlichen Lernen im engeren Sinn darf man es jedoch nicht zdhlen, da da-
mit kein Verstehensprozess angeregt bzw. kein inhaltliches Nachvollziehen von Sachverhalten
ermOglicht wird. Ein sinnvolles und notwendiges Automatisieren kniipft immer an die ver-
standig verinnerlichten Operationen an — es muss deshalb unterschieden werden von einem,
das eine Begriffsbildung ersetzt und dadurch einem echten Lernen entgegensteht.



Auf die Geschwindigkeit kommt es beim Rechnen gar nicht an

Sich vom zédhlenden Rechnen zu lésen und die Grundrechenoperationen als Umgang mit
Quantitéten, als Verdnderungen von Anzahlen, zu begreifen, ist ein geistiger Schritt, der man-
chen Kindern nicht unbedingt leicht féllt — insbesondere wenn ihre nominalistischen Bewdlti-
gungsstrategien durch bestindiges Uben verfestigt sind. Gut trainierte Zahlkinder fallen durch
ihre niedrige Antwortzeit oft gar nicht auf — sie zdhlen so schnell und geschickt, dass der
Zahlakt duBerlich kaum mehr sichtbar ist. In der ersten Phase verstindiger Bearbeitung der
Grundoperationen kann bei diesen Kindern die Bearbeitungszeit sogar ansteigen, was manche
anfangliche Abneigung gegen verstindiges Rechnen erkldren mag. Die diagnostische Analyse
offenbart, warum: Sich auf Zahlbeziehungen wie etwa die Zahlzerlegungen zu stiitzen, Zu-
sammenhénge zu sehen und zu nutzen, ist eine ganzlich neue Anforderung fiir diese Schiiler.
Die abstrakte, weil rein geistige Leistung im Umgang mit den Zahlen bendtigt ihre Zeit — bei
unterschiedlichen Kindern unterschiedlich viel. An dieser Stelle bereits die Bearbeitungszeit
einer Rechenaufgabe kritisch zu bedugen, kann diesen wichtigen Prozess des Begreifens kon-
terkarieren. Wenn ein Kind ,,zu langsam® rechnet, mit der vorgegebenen Zeit in Lernzielkon-
trollen nicht zurechtkommt, kann das verschiedene Ursachen haben. Eine Mdglichkeit ist si-
cherlich, dass es sich um ein unroutiniert zdhlendes Kind handelt — hier bedarf es unserer In-
tervention. Eine andere Mdglichkeit besteht darin, dass es sich um ein Kind handelt, das noch
unsicher ist, mit den eben erst neu erlangten Einsichten kompetent und ziligig umzugehen.
Dieses Kind muss im Begreifen bestarkt werden.

Die qualitative Verlaufsdiagnostik hat daher eine immens wichtige Bedeutung bei der Erstver-
mittlung. Nur wenn es der Lehrkraft gelingt, die subjektiven Bewiltigungsstrategien iiber die
Methode des ,,lauten Denkens* zu ermitteln, konnen dem Schiiler die richtigen ndchsten Lern-
angebote gemacht werden. Es sollte dabei nicht gefragt werden: ,,Kommt moglichst schnell
ein richtiges Ergebnis zustande?*, sondern vielmehr: ,, Auf welchem kognitiven Fundament
geht das Kind mit den Zahlen um?* und ,,Wird auf zéhlende Strategien zuriickgegriffen?*
Womdglich sind die Zahlzerlegungen erarbeitet, werden beim Rechnen aber gar nicht genutzt.
Dann wire es die Aufgabe des Pddagogen, diese Verbindung herzustellen und dem Kind zu
zeigen, wie man sich des Zahlwissens bedienen kann, um Fragen nach Vermehrung und Ver-
minderung zédhlfrei zu beantworten.

Verbreiteter Fehlschluss: Wenn die Ergebnisse stimmen, ist auch alles verstanden

Rechenschwache Kinder sind Meister darin, mit unverstanden eintrainierten Verfahren, gar
mit der mathematischen Logik widersprechenden ,,Rechentricks® richtige Ergebnisse zu er-
zielen. Ein Beispiel ist die rein zdhlende Bewailtigung von Rechnungen mit dem (fiir rechen-
schwache Kinder typischen) Verzédhlfehler um eins, der mit einer Strategie dann korrigiert
wird. 7+ 3 ergibt bei zdhlenden Kindern héufig zunichst neun, weil bei den drei Zahlschrit-
ten mit der Ausgangszahl begonnen wird: ,,sieben, acht, neun*. Mit der Tatsache konfrontiert,
dass das Ergebnis stets ,,eins daneben® liegt, greifen pfiffige Schiiler mitunter zu einer Kor-
rektur. ,,Jch muss erst einen weiter gehen, erst dann darf ich loszdhlen!*, ist ein Beispiel fiir
das Ersetzen einer fehlerhaften Strategie durch eine andere, gleichfalls fehlerhafte Losungs-
prozedur — mit dem Unterschied, dass Variante zwei das richtige Ergebnis liefert. Mit korrek-
tem Rechnen, also dem verstindigen Umgang mit Zahlen, hat dies nichts zu tun.



Nehmen wir als weiteres Beispiel den begriffslosen Umgang mit ,,Késtchenaufgaben®, also
Gleichungen mit Platzhaltern. Zur Ermittlung des fehlenden Operanden liefert die Strategie
»lch nehme die andere Rechenart!™ in 75% der Fille die richtige Losung. Ein Kind muss
nichts iiber den Zusammenhang der Rechenarten wissen, um so bei D —3 =7 das,minus®
durch ein ,,plus* zu ersetzen und mit 3 + 7 zur richtigen Losung 10 zu gelangen. Die Treffer-
quote ist so hoch, weil in drei von vier Fillen die Umkehrung nétig ist — nur bei gesuchtem
Subtrahenden (z.B. bei 6 — D = 2) wire der Tausch gefragt. Doch,,die andere Rechenart® ist
eine nicht auf einer Analyse der Gleichung beruhende Strategie, sondern ein wenig tragféhi-
ges Konzept, das allein auf einer auswendig gelernten ,,Rechenregel* beruht. Selbst wenn sie
von manchen Schiilern aufgeblidht wird zu ,,Ich muss immer die Rechenart wechseln, auer
bei minus mit Liicke in der Mitte, was eine hundertprozentige Trefferquote garantiert, wird
das nicht besser. Solch ein Kind hat sich eingeprigt, dass man ,,minus* rechnen muss, obwohl
dort ein ,,Minus* steht. Diese Fehlvorstellung ist ein Baustein fiir die kindliche Vorstellung,
Mathematik sei ein Wust aus logisch nicht erkldarbaren Merkregeln.

Um der Verfestigung solcher Strategien (und damit langfristig der Ausbildung einer Rechen-
schwiche) vorzubeugen, miissen in der arithmetischen Erstvermittlung solche Idiosynkrasien
im ersten Schulhalbjahr aufgespiirt werden, damit man ihnen so frith wie mdglich entgegenar-
beiten kann. Wenn dem Kind von Anfang an geholfen wird, fehlerhafte Strategien nicht wei-
ter zu verfestigen bzw. sie gar nicht erst auszubilden, sind wir einem guten Erstunterricht ei-
nen entscheidenden Schritt ndher gekommen. Notwendig ist hierfiir ein fest definierter schuli-
scher Rahmen (ausbildungstechnisch, organisatorisch und zeitlich), der es ermoglicht, mit den
Kindern ins Gespriach zu kommen und an jeder Stelle die richtige Frage zu stellen. ,,Erklar
mir doch bitte mal, wie du das gemacht hast!*, sollte z.B. eine feste Frage im Unterrichtsge-
schehen sein, um die kindlichen Denkwege offen zu legen — bei den falschen Antworten der
Kinder genauso wie bei den richtigen.

Ist das rein zdhlende Operieren eine Vorstufe des Rechnens?

Das (sinnvolle) Zdhlen ist, wie dargelegt, ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Ent-
wicklung. Doch gehort das Zdhlen zum eigentlichen Rechnen? Haben Kinder schon einen
Schritt der operationalen Begriffsbildung durchlaufen, wenn sie gut zdhlen konnen? Meine
klare Antwort darauf lautet: Nein. Zahlen ist das Mittel zur Anzahlbestimmung unstrukturiert
dargebotener Mengen. Fiir das Rechnen ist Zahlen unnétig und sogar kontraproduktiv. Anders
ausgedriickt: Wer zéhlt, rechnet nicht. Zahlen ist vielmehr ein Ersatz fiir das Rechnen.

,Gemeinsam ist den qualitativen Erkldrungsmustern, dass sich die betroffenen Schiiler ohne kar-
dinale und operationale Einsichten einen subjektiven Ersatzbegriff mathematischer Inhalte gebil-
det haben, der mit ihrem Handeln zusammenfallt. Man kann dies als eine methodische Distanzlo-
sigkeit bezeichnen, der Mittelcharakter der mathematischen Berechnungs- und Bearbeitungstech-
niken ist ithnen nicht bewusst; sie halten die Methoden und Mittel selbst fiir die Mathematik.*

(WEHRMANN 2003, S. 187)

Kinder mit Rechenschwierigkeiten identifizieren Addition und Subtraktion unmittelbar mit
dem Zihlen, es ist flir sie ein und dasselbe. Fiir die priaventive Arbeit in der ersten Klasse
folgt daraus eine klare inhaltliche Trennung der Zdh/fertigkeit von der Rechenfertigkeit. Auch
wZahlweltmeister miissen die Bedeutung der Rechenoperationen von Anfang an komplett
verstehen. Gerster hélt es fiir unterlassene Hilfeleistung, wenn Zéhlmethoden als einzige Lo-
sungsstrategie liber das erste Schuljahr hinaus toleriert werden (vgl. GERSTER 1996, S.143).
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Ich formuliere es schirfer und halte es fiir die weitere Entwicklung dringend erforderlich,
dass Kinder nach dem ersten Schulkal/bjahr tiberhaupt nicht mehr zéhlen (miissen).

Beim Subtrahieren kommt nichts weg — Zerlegung der Gesamtheit in ihre Teile

In Schul- und Ubungsbiichern finden sich zur Einfiihrung der Subtraktion oft Abbildungen, in
denen Apfel gegessen werden, Vogel wegfliegen und dergleichen. Zu Grunde liegt hier die
Vorstellung, dass die Subtraktion eine Operation ist, bei welcher der Subtrahend génzlich
entfernt wird. Dies halte ich fiir eine ungiinstige Betrachtungsweise, insbesondere, da dies
eine héufige Fehlvorstellung von Kindern zur Subtraktion ist. Es sollten bei der Einfiihrung
der Subtraktion mit Bedacht Veranschaulichungen gewihlt werden, welche sich eignen, die
wichtigen Grundgedanken dieser Anzahlverdnderung auszudriicken. Denn auch nach dem
Vollzug der Verminderung — die besser als die Exklusion einer Teilmenge zu erldutern ist —
sollte man sich dariiber im klaren sein, dass der Subtrahend nach wie vor existiert — nur nun
nicht mehr als Teil des Minuenden, sondern getrennt von ihm als herausgeloste Teilmenge.
Die Darstellung 1iiber ein vollstindiges Entfernen verhindert diese Ex-post-
Betrachtungsweise. Zudem wird der Bezug zur Umkehrung der Operation verunmoglicht, was
dem sachgeméfen Verstindnis des Zusammenhangs der beiden Operationen widerspricht.

Abbildungen, die dieses potenzielle Fehlverstindnis vermeiden, zeigen z.B. einen Teil der
Apfel, der in eine andere Schale bzw. fiir den geplanten Verzehr davor gelegt wird. Oder sie
bilden einen Teil der Vogel ab, der sich aus dem Schwarm geldst hat und auf einen anderen
Baum geflogen ist. Nur so sind die Schiiler in der Lage, auch nach der Operation noch iiber
die eben vollzogene quantitative Verdnderung durch die Subtraktion zu reden, auf die Ge-
samtmenge und deren Teile zu deuten und den Bezug zu den Zahlen in der notierten Rechen-
gleichung herzustellen. Wichtig ist beim Begreifen der Subtraktion das Nachvollziehen der
Rolle von Minuend, Subtrahend und Wert der Differenz im operationalen Gefiige — dafiir sind
Abbildungen bzw. Vorstellungen, die das Teil-/Ganzes-Konzept verschleiern, hochst ungeeignet.

»Man darf umdrehen!“ Warum eigentlich? Die Stellung der Operanden im operationalen Gefiige

Bei 3 +4 und 4 + 3 handelt es sich nicht um identische Rechnungen, denn es sind zwei ver-
schiedene operationale Beziige ausgedriickt. Einigen Kindern scheint beides jedoch gleichbe-
deutend zu sein. ,,3 +4 oder 4 + 3, das ist egal!®, lautet eine hdufige Antwort auf die Frage,
welche Rechnung genau zu der Handlung passe, bei der ich zu vier Pléttchen drei hinzuschie-
be. Uns als Lehrende darf dies jedoch nicht egal sein. Durch die lateinische Schreibrichtung
ist eine logische Reihenfolge ausgedriickt: Der erste Operand benennt die Ausgangsanzahl,
der zweite Operand gibt den Teil an, der hinzugefiigt wird. Es macht einen logischen Unter-
schied, ob in einer Schale erst drei Apfel liegen und ich vier hinzulege oder ob es sich anders-
herum verhélt. Das Resultat ist gleich, die Rechnung ist verschieden.

Sicherlich, wenn mich nur der Wert der Summe, die Gesamtanzahl, interessiert, ist es un-
wichtig, in welcher Reihenfolge ich die Teile benenne. Diesen Sachverhalt kann ich mir beim
Rechnen zu Nutze machen, wenn es einen Rechenvorteil einbringt. Doch ist dafiir ein logi-
scher Vorgang notig, ndmlich der Tausch der beiden Teilmengen. Dieser Vorgang muss im
Mathematikunterricht explizit gemacht werden — damit erklirt man das ,,Umdrehen* und er
verliert den Charakter einer bloBen Merkregel. Denn bei rechenschwachen Schiilern ist hdufig
der Partner dieser ,,Regel” die komplementéire Aussage ,,Bei ,minus‘ darf ich auch umdre-
hen!*, was zu Fehlern wie ,,13 — 9 = 16 fiihrt.
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Operationale Beziige: Der innere Gehalt von Tausch und Umkehrung

Wenn fiir das Kind jede Rechenoperation isoliert fiir sich steht, hat es noch kein tragfdhiges
operationales Verstindnis entwickelt. Im zweiten Drittel der ersten Klasse sollten Kinder fle-
xibel Beziehungen zwischen zusammengehorigen Rechnungen herstellen konnen. Hierzu will
ich anhand der folgenden Abbildung 2 — ausgehend von der Zahlzerlegung ,,acht besteht aus
fiinf und drei* — die vier daraus ableitbaren Rechnungen entwickeln und die Zusammenhénge
zwischen ihnen erldutern. Denn diese Zusammenhinge sollten Schiiler flir ein tragfdhiges
rechenoperationales Konzept begriffen haben.

Addition Tausch Addition
5+3 3+5

Umkehrung @ Umkehrung

Subtraktion Subtraktion
8-3 Tausch 8-5

Abb.2: Zusammenhénge der Grundrechenarten Addition und Subtraktion

Zunéchst erhélt man durch das Zusammenfiigen der beiden Teile die Summe 5 + 3, wobei die
Reihenfolge der Operanden, wie oben ausgefiihrt, festgehalten werden muss. Die Tauschrech-
nung erhélt man durch das Vertauschen der Teile — dass sich dabei die beiden Summanden
vertauschen, ist eine Folge dieser logischen Operation. Einen anderen operationalen Bezug zu
5+ 3 erhélt man, wenn der rechnerische Gedanke und die dazu vollzogene Handlung riick-
gingig gemacht werden. Man erhélt so die Umkehrung 8 — 3. Der Teil, der hinzukam, wird
wieder weggenommen, 5 + 3 hat also genau eine Umkehrung.

Wie sieht nun der Tausch der Subtraktion aus? Wenn man den Gehalt der Rechenoperation
betrachtet (und zunéchst nicht die Rechengleichung), gelange ich von 8§ —3 zu 8 — 5, in dem
ich die beiden Teile vertausche. Wenn ich subtrahiere, nehme ich einen Teil weg, der andere
verbleibt — beim Tausch nehme ich den anderen weg und der eine verbleibt. Inhaltlich be-
trachtet ist der Tausch bei Addition und Subtraktion somit der gleiche, der Tausch der betei-
ligten Teile. In der geschriebenen Rechnung driickt sich dies bei der Addition als Tausch der
Summanden, bei der Subtraktion als Tausch von Subtrahend und Wert der Differenz aus.

So sollte meines Erachtens die richtige Reihenfolge der Erarbeitung sein: Erst muss das Kind
erfassen, was mit den Quantititen Gesamtanzahl und Teile beim Tausch passiert und erst da-
nach sollte die zugehorige Rechengleichung formuliert werden. Wenn der erste Schritt ent-
fallt, fiihrt dies hiufig dazu, dass Schiiler sich eine (mehr oder wenig sinnfreie) Umsortie-
rungsregel merken. Eine solche formelle und mathematisch unsachliche Vorstellung liegt
auch bei der hédufig von rechenschwachen Kindern zu hérenden Umsortierungsregel fiir die
Umkehrung vor: ,,Was hinten steht, kommt nach vorne!* Hier ist das Kind lediglich damit
beschiftigt, die neue Rechnung aufzuschreiben, indem es die Zahlen schlicht von hinten nach
vorne aufschreibt und das Rechenzeichen austauscht. Die wichtige Leistung, den Gehalt des
operationalen Bezugs zu verstehen, bleibt dabei leider auf der Strecke.
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SchlieBlich kann ich die Tauschrechnung umkehren und finde auf diese Weise zwei Wege, um
von 5+3 zu 8§ -5 zu gelangen: Erst Tausch, dann Umkehrung oder erst Umkehrung, dann
Tausch. Die Umkehrung vom Tausch entspricht also dem Tausch der Umkehrung. Nur wenn
diese Beziehungen hergestellt werden konnen (die aus einer einzigen Zahlzerlegung abgelei-
tet werden konnen), ist das Operationsverstindnis beim Schiiler wirklich ausgebildet. Erst ab
diesem Zeitpunkt kann ich mich als Pddagoge beruhigt daran machen, den nichsten logischen
Schritt zu vollziehen und mich den Vergleichssymbolen und Platzhalteraufgaben zuwenden.

»Nach dem ,Istgleich‘ steht das Ergebnis!“ — Symbolverstiandnis der Vergleichszeichen

Fiir die symbolische Notation einer Rechnung ist mehr ndtig, als das reine Verstdndnis der
Rechenoperation. In einer Gleichung wie 5+3 =8 wird ein Vergleichssymbol verwendet,
tiber dessen Bedeutung so manche kindliche Fehlvorstellung kursiert. Neben der vermeintli-
chen Funktion als Positionsbestimmung (,,Dahinter kommt das Ergebnis!) ist die falsche
Auffassung als Befehlszeichen (,,Da muss ich rechnen!*) verbreitet. Kinder mit solchen Fehl-
vorstellungen lehnen die Notation einer Zahlzerlegung wie ,, 10 =6 + 4% als falsch ab (,,Das
ist verkehrt herum, das Ergebnis muss hinten stehen!*) oder klassifizieren eine richtige Aus-
sage wie ,,7 +2 =10 — 1% als unkorrekt (,,7 + 2 ist doch 9 und nicht 10!*) und als unvollstén-
dig (,,Da muss noch ein ,= 9° dahinter!*). Allen diesen kindlichen Vorstellungen ist gemein,
dass sie sich dieses Symbol nicht als ein Vergleichssymbol erschlossen haben, das zur Familie
von ,<“ und ,,>* gehort. Ein Vergleichszeichen setzt zwei arithmetische Terme als mathema-
tische Aussage zueinander ins Verhéltnis. Diesen algebraischen Elementargedanken muss ein
Schiiler nachvollziehen — natiirlich mit entsprechendem kindlichen Vokabular (wie ,,auf bei-
den Seiten habe ich gleich viel®). Das Priifen von vorgegebenen (Un-)Gleichungen auf ihren
Wahrheitsgehalt hin ist ein gutes Mittel, dies zu erarbeiten. Erst wenn die Schiiler in der Lage
sind, quantitative Vergleiche wie ,,ist weniger als®, ,,ist mehr als* und ,,ist gleich viel wie*
logisch zu beschreiben und symbolisch zu notieren, haben sie die ndtigen Voraussetzungen,
Rechen- und Zerlegungs- Gleichungen verstindig zu notieren.

Intermodalitit: Bewdhrungsprobe des operationalen Verstindnisses

Dem mathematischen Ebenenwechsel kommt bei der Erarbeitung der Elementaroperationen
eine groBe Bedeutung zu. Kinder miissen lernen, die mathematischen Darstellungsebenen
Rechengeschichte, konkrete Handlung, bildliche Darstellung und Rechengleichung in jede
beliebige Richtung wechseln zu konnen. Zu einer vorgefiihrten Handlung sollte der Schiiler
eine passende Rechnung formulieren konnen, zu einer Rechnung eine angemessene Rechen-
geschichte erzdhlen kdnnen usw. In der Praxis erlebe ich es héufig, dass bei einem Kind das
reine ,,Rechenvermogen® (zumeist durch verdecktes, routiniertes Zihlen) gut ausgebildet ist.
Sobald es jedoch darum geht, gedanklich auf die Bedeutung der Grundrechenarten als Ver-
mehrung respektive Verminderung zuriickzugreifen, geht alles schief. So erlebe ich oft, dass
zu einer Handlung, bei der von sieben Plittchen drei weggeschoben werden, die unpassende
und unsinnige Rechnung ,,4 — 3 =4 genannt wird — der Schiiler benutzt in figural-statischer
Weise die Anzahlen der vorfindlichen Teilmengen, kombiniert diese mit einem Minuszeichen
und nennt schlieBlich die Anzahl der verbleibenden Menge als Ergebnis. Ein anderes Kind
erzdhlt mir eine Rechengeschichte zu ,,8 + 4 = 12: | Eine Vier und eine Acht gehen im Wald
spazieren. Dort treffen sie die Zwolf.*“ Die quantitative Verdnderung, welche durch die Rech-
nung ausgedriickt wird, kommt in dieser Erzdhlung gar nicht vor — stattdessen werden die
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Zahlsymbole zu handelnden Subjekten der kindlichen Geschichte. Der Schiiler driickt auf
seine Weise damit aus, dass fiir ihn Rechnen mit Anzahlverdanderungen nichts zu tun hat.

Analytische Aufgabenstellungen: Bewahrungsprobe fiir das Rechenverstandnis

Sind die Logik der Operationen und ihr Verhiltnis zueinander nicht erschlossen, ergeben sich
Probleme bei Aufgaben, deren Pridsentation nicht der gewohnten Form entspricht: Platzhal-
teraufgaben. In der lerntherapeutischen Arbeit werden sie ,,analytische Aufgaben* genannt, da
ohne Analyse der Gleichung eine sinnvolle Bearbeitung nicht gelingt. Kinder ohne fundiertes
Operationsverstdndnis stoflen hier an ihre Grenzen, denn man braucht Kenntnisse liber die
Rolle der Operanden in der Gleichung, um die fehlende Zahl bestimmen zu konnen. Die ge-
suchte Zahl kann ein Teil oder die Gesamtanzahl sein und je nach operationalem Kontext
muss die Umkehrung oder der Tausch zur Losung herangezogen werden.

In manch curricularer Diskussion wird der Vorschlag geduflert, diese Sorte Aufgabenstellun-
gen aus dem Grundschullehrplan zu streichen, da sie so ,,schwierig® seien und prozentual
viele Kinder daran scheitern. Doch schlieBe ich aus den Schwierigkeiten vieler Schiiler etwas
ganz anderes: Wenn fiinf oder seien es auch zehn Prozent der Grundschiiler Gleichungen mit
Platzhaltern nicht analytisch 16sen kdnnen, dann ist wohl ihr operationales Verstdndnis nicht
im erforderlichen Malle ausgebildet. Diese Aufgabenstellungen haben meines Erachtens einen
unverzichtbaren didaktischen und diagnostischen Wert und sind ein unabdingbarer Bestand-
teil der mathematischen Grundbildung. Erst wenn analytische Additionen und Subtraktionen
dieses Aufgabentyps iliber die operationalen Zusammenhinge gelost werden konnen, ist die
Erarbeitung dieser beiden Grundrechenarten wirklich abgeschlossen — und erst dann haben
Schiiler das notige algebraische Riistzeug dafiir, spéter Gleichungen verstdndig umzuformen.

Resilimee

Im Hinblick auf die weiterfiihrenden Klassen besteht eine Herausforderung an den Unterricht der
ersten Klasse. Die arithmetischen Inhalte des ersten Grundschulhalbjahres sind als arithmetisches
Fundament, wie hier an Schwerpunkten dargelegt, alles andere als trivial und keineswegs selbst-
verstiandlich. Zahlen sind abstrakt. Rechnen, was diesen Namen wirklich verdient, ist ein Verin-
dern von Anzahlen und findet durch geistige Vorstellung im Kopf statt — und dies zéhlfrei durch
den systematischen Umgang mit Quantitdten. Die Menschheit brauchte mehrere tausend Jahre,
um dieses effektive System der Zahlbilanzierung zu entwickeln — unsere Kinder miissen dies in
der Grundschule nachvollziehen. Ich halte es daher fiir grob fahrldssig, wenn das Kultusministeri-
um keine Fachlehrerpflicht fiir den mathematischen Erstunterricht vorsieht. Notig ist eine detail-
lierte fachliche und vor allem auch fachdidaktische Auseinandersetzung des Pddagogen mit dem
basalen arithmetischen Erstlernstoff. Die Grundschullehrerausbildung (zumindest die in Nieder-
sachsen) sieht dies allerdings nicht verpflichtend vor — eine entsprechend fundierte Ausbildung
gibt es nur bei speziell fiir die auBBerschulische Hilfe ausgebildeten Dyskalkulie-Therapeuten.

Lehrkrifte, die sich tiberfordert fiihlen (sei es, weil es an fachlicher Ausbildung mangelt, sei
es, weil die schulischen Fordermdglichkeiten nicht gegeben sind), sollten sich daher nicht
scheuen, mit qualifizierten au8erschulischen Bildungstrdgern zu kooperieren — durchaus auch
schon im ersten Schuljahr. Doch was ist ,,qualifiziert? Es sind nur Einrichtungen zu empfeh-
len, die sich mit gut ausgebildeten Fachkréften auf Rechenschwichetherapie spezialisiert ha-
ben. Um handhabbare MaBstébe fiir die Beurteilung lerntherapeutischer Einrichtungen an der
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Hand zu haben, hat der Arbeitskreis des gemeinniitzigen Zentrums fiir angewandte Lernfor-
schung Qualitétskriterien zusammengestellt, welche im Internet unter der Webadresse
http://kriterien.arithmasthenie.info abrufbar sind. Nur Einrichtungen, die diesen Kriterien
geniigen, sind unseres Erachtens in der Lage, rechenschwachen Kindern zu helfen, ihre Lern-
defizite in Mathematik nachhaltig zu tiberwinden.

Denn eines ist sicher: Wenn Kinder die ersten Schritte der rechnerischen Entwicklung nicht
verstandig durchlaufen, gelingt es ihnen aus eigener Kraft in aller Regel nicht, dies aufzuho-
len. Und eine falsche Hilfe, welche die Kinder iiberfordert, weil erst an der Stelle angesetzt
wird, an der sie leistungsauffillig geworden sind (also die Noten nicht mehr stimmten) oder
ein Forderunterricht, in dem der auf Grund der defizitdren Lernausgangslage nicht zu verste-
hende Schulstoff dennoch zum x-ten Male wiedergekdut wird und in dem gar das stindige
Uben zum zentralen ,Forder“-Ratschlag erhoben wird, leistet nur eines: das Fortbestehen und
die Verfestigung der Rechenschwiche — und damit wird und bleibt Mathematik fiir diese
Schiiler von Schuljahr zu Schuljahr ein mithsameres und bedrohlicheres Angstfach.
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